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В современных технологиях широко применя
ют низкоэнергетические сильноточные электрон
ные пучки, как уникальные источники энергии.
Для эффективного использования энергии, запас
аемой в электронных пучках, требуется оптимиза
ция их параметров и, следовательно, условий фор
мирования и транспортировки на мишень. Для до
стижения этой цели изза сложности физических
процессов и дорогостоящих экспериментов боль
шую роль приобретает численное моделирование и
разработка новых математических методов [1, 2].
В данной работе предлагается новый метод для
решения электродинамических задач. Апробация и
тестирование этого метода проводится на примере
решения проблемы транспортировки пучков к ми
шени в газе низкого давления.
Обычно подобного рода задачи решаются в па
кете Matlab, если другие пакеты с готовыми встро
енными алгоритмами (например, Comsol) не могут
справиться с поставленной задачей изза расходи
мости вычислений. Matlab имеет достаточно боль
шой набор солверов, основанных на различных чи
сленных методах для решения систем обыкновен
ных дифференциальных уравнений. Для решения
жестких систем с высокой точностью подходит
солвер, основанный на многошаговом методе Гира,
который допускает изменение порядка точности
[3]. При вычислении производных в Matlab ис
пользуют сплайны. Для повышения скорости вы
числений предложен метод, который работает бы
стрее, чем стандартные функции сплайнинтерпо
ляции Matlab на относительно небольшом количе
стве узлов сетки. При этом большего увеличения
скорости вычислений можно достичь, решая дан
ную задачу на кластере.
Исходная задача математически представлена
системой нелинейных уравнений в частных произ
водных:
(1)
где Az(r,t) – векторный потенциал поля, ni(r,t) –
плотность ионов, ne(r,t) – плотность плазмы, r0 –
классический радиус электрона, υef(r,t) – частота
соударений электронов и ионов плазмы, Ki(r,t) –
коэффициент ионизации, ng(r,t) – плотность газа,
nb(r,t) – плотность пучка, vb – скорость пучка, e –
заряд электрона, σi – сечение ионизации.
Эти нелинейные уравнения связаны через
сложную зависимость приведенных выше параме
тров от Az(r,t) и ni(r,t) [1].
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Система двух уравнений в частных производ
ных сводится к одной системе нелинейных обык
новенных дифференциальных уравнений, размер
ность которой 2N, где N – число разбиений про
странственной координаты (представляем про
странство дискретным). Для каждой точки про
странства получается дифференциальное уравне
ние первого порядка по времени. Решение такой
системы уравнений представляет значительные
вычислительные трудности, связанные как с же
сткостью системы, так и с большой размерностью
задачи. При этих условиях особое значение имеет
вычислительная эффективность алгоритма. Содер
жание предлагаемого метода заключается в разде
лении задачи на две подзадачи: вычисление векто
ра правых частей и его интегрирование. Векторы
правых частей вычисляются отдельно для вектор
ного потенциала поля и для плотности ионов плаз
мы. Для этого был разработан метод аппроксима
ции производной по пространственной координа
те, основанный на сплайнфункциях. После вычи
сления эти вектора объединяются в один вектор
размерностью 2N, который интегрируется с помо
щью солвера. Таким образом решаются сразу все
уравнения системы. Ускорение вычислений обес
печивается за счет применения постоянной матри
цы при вычислении значений производных от век
торного потенциала в узлах дискретной сетки. Для
нахождения этой матрицы рассмотрим первое ура
внение системы (1). Определим первую и вторую
производные по пространственной координате от
искомой функции в каждом узле.
Будем использовать кубический сплайн для ин
терполяции зависимости f(x), заданной в узлах
x0,x1,...,xn значениями f0,f1,...,fn. Кубический сплайн
на интервале [xi,xi+1] записывается в виде [4]:
(2)
где ai, bi, ci и di – коэффициенты сплайна, определя
емые из дополнительных условий; i=0,1,...,n–1 –
номер сплайна.
Коэффициенты сплайна определяются из усло
вия непрерывности функцииинтерполятора и
двух первых ее производных в узлах исходной дис
кретной сетки:
(3)
а также равенства значений сплайна S(x) и интер
поляции функции f(x) в узлах:
(4)
Для доопределения системы линейных алгебраи
ческих уравнений используются краевые условия (зна
чения первой и второй производных сплайна в точках
x0 и xn). Например, естественные краевые условия:
(5)
Получим алгоритм определения коэффициен
тов кубических сплайнов. Условия (4) в узлах xi и xi+1
после подстановки iго сплайна принимают вид:
(6)
где hi=xi+1–xi, 0≤i≤n–1.
Продифференцируем дважды сплайн (2) по пе
ременной x:
(7)
Из условий непрерывности производных (3) при
переходе в точке xi от (i–1)го к iму сплайну с учетом
выражений (7) получим следующие соотношения:
(8)
Соотношения (6) и (8) представляют собой пол
ную систему алгебраических уравнений относительно
коэффициентов сплайнов ai, bi, ci и di. Но, прежде чем
решать эту систему, выгодно преобразовать ее так,
чтобы неизвестными была только одна группа коэф
фициентов ci. После несложных преобразований по
лучим уравнение, в которое входят только неизвест
ные коэффициенты ci, пропорциональные второй
производной функции интерполятора в узлах сетки:
(9)
где 1≤i≤n–1.
Из граничных условий (5) получим, что:
(10)
Таким образом, n–1 уравнение вида (9) вместе с
условиями (10) образуют систему линейных алге
браических уравнений для определения коэффи
циентов ci.
В каждое из уравнений типа (9), входит только три
неизвестных с последовательными значениями ин
дексов: ci–1, ci, ci+1. Следовательно, матрица системы
линейных алгебраических уравнений относительно ci
является трехдиагональной, т. е. имеет отличные от 0
элементы только на главной и двух примыкающих к
ней диагоналях. Для решения систем с трехдиаго
нальной матрицей наиболее эффективно применять
так называемый метод прогонки, являющийся част
ным случаем метода исключения Гаусса [5].
Будем считать, что шаг по x постоянен, т. е.
hi=hi+1=h для всех i. Тогда выражение (9) примет вид:
(11)
Воспользовавшись выражениями (7), получим
значения производных в узлах:
(12)
Первую производную сплайна в iом узле мож
но вычислить, воспользовавшись выражениями
(8), по рекуррентной формуле (для всех 1≤i≤n):
(13)
или, используя совместно выражения (6) и (8):
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(14)
Выражения (11)–(14) позволяют вычислять зна
чения первой и второй производных сплайна в узле.
Т. к. решение ищется в узлах сетки, то нет необхо
димости вычислять значения всех коэффициентов
сплайна (не нужно вычислять значения между узла
ми сетки), что значительно ускоряет вычисления.
Полученные выражения можно записать в ма
тричном виде, причем первая и последняя строки
матриц определяются из граничных условий. На
пример, выражение (11) будет выглядеть так:
(15)
а выражение (13) так:
(16)
Значение второй производной вычисляется че
рез значения функции во всех точках сетки, а не в
трех соседних, как для метода конечных разностей.
Теперь найдем дифференцирующие матрицы
для рассмотренного алгоритма аппроксимации
сплайнами. Каждая строка матриц соответствует уз
лу по пространственной координате. Приведенные
выше выражения описывают внутренние узлы. Для
построения матриц необходимо также знать ее стро
ки, соответствующие граничным узлам. Определим
матрицы выражения (16), отвечающие нашей зада
че. Учитывая, что на левой границе первая произ
водная принимает нулевое значение, получим:
Для определения матриц выражения (15) возь
мем выражение (14) и, учитывая равенство нулю
первой производной на левой границе, получим:
Так как на правой границе векторный потен
циал принимает постоянное нулевое значение, то 
Следовательно:
(17)
для всего временного интервала. Если записать это
в дискретном виде, то –2Rc.cn=bn. Взяв выражение
(14) и учитывая предыдущую формулу, запишим:
Окончательный вид матриц для вычисления
второй производной сплайнами будет иметь вид:
где aq=2+6n.
Для построения матрицы, аппроксимирующей
дифференциальный оператор L(Az), необходимо
знать матрицу, соответствующую 1/r – матрицу R–1:
LF
–
=2C
–
+R–1B
–
. На левой границе матрицы имеет
место неопределенность, которая разрешается по
правилу Лопиталя. Чтобы существовала обратная
матрица R–1, сделаем не нулевой первую строку у
матрицы R. Это ни на что не повлияет, т. к. в ре
зультирующем векторе R–1B
–
придется заменить ну
левой элемент на нулевой элемент вектора 2C
–
:
Полученная матрица, аппроксимирующая диф
ференциальный оператор L(Az), используется в ode
функции при интегрировании полученной системы
уравнений. Эту матрицу достаточно вычислить один
раз перед вызовом солвера Matlab (на каждом вре
менном шаге она будет постоянной), т. к. использу
ется сетка с постоянным шагом. Уравнения вектор
ного потенциала поля и плотности ионов плазмы
решаются одновременно на каждом временном ша
ге. Сначала внутри odeфункции вычисляется век
тор правых частей (размерность N) векторного по
тенциала поля. Сразу же, используя полученный
вектор, вычисляется вектор правых частей (размер
ность N) для плотности ионов плазмы. Затем проис
ходит их объединение в один вектор размерности 2N
– вектор правых частей всей системы, который ис
пользуется для интегрирования в солвере.
Предложенный алгоритм для подобного рода
задач работает на треть быстрее встроенных в Mat
lab функций для вычисления сплайнов. При ис
пользовании стандартных функций Matlab на каж
дом временном шаге решается полная задача ин
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терполяции, где все коэффициенты сплайна нахо
дятся методом прогонки. Нас интересует аппрок
симация производных только в узле. Классический
сплайн решает задачу, позволяющую вычислить
значения функции и аппроксимации производных
в любой точке интервала, что является избыточной
информацией в данной задаче.
Рис. 1. Зависимость векторного потенциала Az от времени t
в центре пучка при различных значениях тока пучка Ib
и давлении газа ~0,3 Па
Рис. 2. Зависимость векторного потенциала Az от радиуса r в
различные моменты времени при токе пучка Ib=15 кA
и давлении газа ~0,3 Па
В случае решения системы уравнений (1), при
количестве интервалов разбиения пространствен
ной координаты n=36 (система уравнений 72 по
рядка) эффективность алгоритма составила 33 %;
при n=72 достигла 36 %, а при n=144 – 38,4 % при
одинаковой погрешности. Под эффективностью
понимается, насколько разработанный алгоритм
вычисления производных в узлах сетки ускоряет
решение задачи по сравнению с использованием
стандартных функций для сплайнов пакета Matlab.
Результаты решения задачи при использовании
предложенного метода и числе узлов n=72 предста
влены на рис. 1–3.
Рис. 3. Зависимость полного тока IП и плотности электронов
плазмы Ne в центре пучка от времени t при давлении
газа ~0,3 Па
Выводы
1. Предложен метод сплайновой аппроксимации
второй производной в узлах дискретной сетки
по пространственной координате (без вычисле
ния всех коэффициентов сплайна) для решения
уравнений векторного потенциала в электроди
намических задачах.
2. Метод дает хорошие результаты по быстродей
ствию при относительно малой дискретизации
сетки. Метод рационально применять в задачах,
где приходится многократно вычислять вторые
производные в узлах сетки при относительно
небольшом числе узлов.
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